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Sekundirelektronen und -photonen der p-Mesonen in festen Materialien

Von K. Orr und H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 451—465 [1957] ; eingegangen am 11. Marz 1957)

Die integralen Energiespektren der die u-Mesonenkomponente auf Seehche in fester Materie be-
gleitenden Elektronen und Photonen wurden fiir C-, Fe- und Pb-Schichten mit Dicken von 0 bis
50 g/cm? und Energien zwischen 0 und 100 MeV berechnet.

Die Ergebnisse werden in Form von Kurven angegeben.

1. Einleitung

Die y-Mesonenkomponente der kosmischen Strah-
lung tbertrdgt wegen ihrer schwachen Wechselwir-
kung mit Nukleonen den groften Teil ihrer Energie
an die Elektronen-Photonenkomponente. Dabei sind
(von u-Nukleon-Wechselwirkung sei abgesehen)
grundsatzlich zwei ProzeBarten moglich, der Zer-
fallsprozeB (u*—>e* +2v) einerseits und ,,Stof3-
prozesse“ andererseits. Als solche kommen in Frage
das ,,HerausstoBen*“ (knock-on) von Elektronen aus
der Atombhiille, die direkte Erzeugung von Elektro-
nenpaaren und die Abstrahlung von Bremsquanten.
Die beiden letzteren machen nur dann einen merk-
lichen Prozentsatz des Energieverlustes aus, wenn
die Energie des ©-Mesons extrem hoch ist (>10%!
eV). In groflen Tiefen (unter Grund) kommt die
mittlere Energie der ©-Mesonen in diese GroBen-
ordnung, so dal dann ein merklicher Beitrag der
Begleitelektronen durch direkte Paarerzeugung und
Bremsquantenemission erzeugt wird (vgl. Hayakawa
und Tomonaca !). Bei der Berechnung des Sekundar-
elektronenspektrums in Seehohe, die im folgenden
vorgenommen werden soll, braucht nur der knock-on-
Prozef beriicksichtigt zu werden. Von den Zerfalls-
elektronen kann abgesehen werden, da nur die in
einer Materieschicht von einer Dicke der Grofen-
ordnung 10 cm ,.entstehenden® Elektronen betrach-
tet werden und auf solche kleinen Strecken u —e-
Zerfille sehr unwahrscheinlich sind.

2. Problemstellung

Ein u-Meson der Gesamtenergie E. durchquere
eine Materieschicht der Dicke d. Darin 16st es Stof-
elektronen mit der Energieverteilung Gl. (1) aus,
von denen die energiereichsten die Schicht verlassen
konnen. Den Energieverlust der u-Mesonen kann

1 S. Havakawa u. S. Tomovaca, Progr. Theor. Phys. 4, 496
[1949].

man bei nicht zu grofler Schichtdicke d vernachlas-
sigen, da experimentell zu ihrer Identifizierung eine
gewisse Durchdringungsfahigkeit (vgl. I,2) gefor-
dert wird, so dal mit iiberwiegender Wahrschein-
lichkeit nur diejenigen u-Mesonen registriert wer-
den, deren in der Mefischicht verlorene Energie
klein ist gegen ihre Gesamtenergie.

Die angestolenen Elektronen werden durch Ioni-
sation und Emission von p-Strahlen abgebremst
(vgl. II, 2 u. 3). AuBlerdem erleiden sie vielfache
Couroms-Streuungen, und ihre Bahn schlieit schon
nach dem StoBprozell einen gewissen Winkel mit
der des u-Mesons ein (vgl. I, 1), wodurch die An-
zahl derjenigen Elektronen, die die Schicht verlassen
konnen, noch weiter vermindert wird (vgl. II, 4 u. 5).

In IIT wird das Energiespektrum der Bremsquan-
ten untersucht, die von den (von den u-Mesonen)
direkt angestolenen Elektronen (sie sollen im fol-
genden als erste Generation bezeichnet werden)
emittiert werden. Paarerzeugungs- und ComproN-
Prozesse filhren dann zu weiteren Elektronengene-
rationen. Davon wird die II. Generation im IV. Ab-
schnitt berechnet.

Um einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen
von WiLson-Kammer und Zahlrohrexperimenten zu
ermoglichen, wurde mit dem (auf 1 normierten)
-Mesonenspektrum auf Seehohe als auslosendem
Spektrum gerechnet, so daf} alle angegebenen Teil-
chenzahlen pro u-Meson zu verstehen sind. Der
Einflul der Form dieses Spektrums wird in V ab-
geschitzt.

I. Grundlegende Betrachtungen

1. Der PrimdrprozeB3

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein ux-Meson
der Gesamtenergie E, und dem Spin 1/2 auf der
Strecke dz (cm) einem ruhenden freien Elektron
eine kinetische Energie zwischen E und E + dE iiber-
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trigt, ist gegeben durch (vgl. z. B. Rossr und Grer-

SEN 2)
C dE > E 1 [E\2
6(E, E,) dE dx — 1-f -+ (5)

p’z E2 dz 2

(1)
worin ¢ die Mesonengeschwindigkeit und E,, nach
(4) die maximal tbertragbare Energie ist. Wird dx
in Strahlungsldngen (z,) gemessen, dann ist C ge-

geben durch
C=2nZry? N[‘ch‘-’xozo,?)OO i omc*z,. (2)

Darin ist Z die Kernladungszahl, 4 das Atomgewicht
und ¢ die Dichte der durchstrahlten Materie, Ny, die
Loscamiprsche Zahl, ry der klassische Elektronen-
radius (2,82°1071%3 cm) und m die Masse des Elek-
trons. Eine Tabelle der Strahlungsldngen findet sich
z.B in L c.3. Hier wird benutzt: (z,)c=26,7 cm,
(zg)re=1,75 cm, (z,)p;,=0,567 cm.

Das dritte Glied in (1) stellt den Spineinflul} dar.
es ist sehr klein und wird im folgenden fortgelassen.
Auflerdem setzen wir f=1, was aus folgenden
Griinden erlaubt ist: Der Faktor f? in dem Glied
— p? E/E,, beeinflulit das Ergebnis praktisch nicht,
da er nur bei grolem £ (E < E,,) ins Spiel kommt
und solche grofen Energien wegen des Faktors 1/E?
selten sind; in C/f$* dagegen ist der Einflul} etwas
starker, er bleibt jedoch im Rahmen der experimen-
tellen Unsicherheit des u-Mesonenspektrums, mit
dem o spiter multipliziert werden muf}. Wir kon-
nen deshalb in guter Ndherung mit

o(E,E,) dE dz=C ‘;E (1 ~

rechnen.
Aus der relativistischen StoBgleichung ergibt sich
zwischen E, E, und ¢}, dem Winkel zwischen der
Elektronen- und u-Mesonenrichtung, wenn wir die
Ruhemasse des 1-Mesons mit u bezeichnen:
(E 2—u?c?) cos®
(m2+E, )2—(E2—u*ch) cos®

E
En

)dx (1a)

E=2m¢? (3)

und daraus fiir die maximal tibertragbare Energie E,,

Ez2—uct
(4)

E,=2mc®
= 2m 2 E, +uct’

worin m? < 1% benutzt ist. Aus (3) ergibt sich fur
cosZ ¥:
(m c+E,)* E

cos®> ¥ = - _
E2—u2ct E+2me?’

(5)
2 B. Rosst u. V. Gresex, Rev. Mod. Phys. 13, 240 [1941].

3 W. Hewsexsere. Vortrdge iiber kosmische Strahlung, Ver-
lag Springer, Berlin 1953, S. 329.

K. OTT UND H.PREUSS

Darin liegt der erste Faktor fiir nicht zu kleine E,
sehr nahe bei 1, so dall wir schreiben konnen:

= / . E
cos ¥ = ]/ FiamE (6)

Die folgenden Formeln schreiben sich einfacher,
wenn man fir u-Mesonen und Elektronen verschie-
dene Energieeinheiten einfiihrt, und zwar die je-
weiligen Ruheenergien. Dann ist

E2—1

En=2-5%"" mit 0= 2;‘6;2 ~0,00935. (7)

2. Das Spektrum der u-Mesonen auf Seehohe

Aus den Messungen von GLASER u. a.* ergibt sich
fiir das differentielle Spektrum (Vertikalintensitit)
der u-Mesonen auf Seehche im Rahmen der experi-
mentellen Genauigkeit

(B dE, — 200,

@ATE (8)

mit £, in Einheiten 1 c?.

Da bei experimentellen Untersuchungen iiber
StoBelektronen zur Identifizierung der u-Mesonen
eine Mindestreichweite gefordert und die Anzahl
der Stolelektronen auf die der w-Mesonen bezo-
gen wird, haben wir das Spektrum (8) oberhalb
einer der Mindestreichweite entsprechenden Energie
auf 1 zu normieren. Als Mindestreichweite wiéhlen
wir 20 cm Blei, was einer Mindestgesamtenergie
von 3,72 uc* (vgl. z.B. die Energie-Reichweite-
Kurven in L. c. 3, S. 575) entspricht. Die Abhéangig-
keit der Ergebnisse von dieser Annahme wird in
Abschnitt V untersucht, und fiir Abschneidedicken
von etwa 5 bis 150 cm Blei ein Umrechnungsfaktor
angegeben.

II. Das integrale Spektrum der StoBelektronen
v

1. Gang der Berechnung von N'(E, d)

Verstehen wir unter E(E,t) die Energie, die ein
Elektron am Erzeugungsort ¢ (in Strahlungslingen
¥y ; ¥/xy =t = Abstand vom Schichtende) haben muB,
wenn es die Schicht mit E verlassen soll, dann ist
die Anzahl der [darin von einem Spektrum der
Form (8)] ausgelosten Elektronen, die mit einer

4 D. A. Graser, B. Hamermascu u. G. Saroxov, Phys. Rev. 80,
625 [1950].
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Energie grofler als £ aus einer Materieschicht der
Dicke d herauskommen, gegeben durch

NY(E, d)

d oo En
_ f at [ mlE.(Ew)] " By [ o(E.E.) dE. (9)

0 D,E(E,t) E(E,t)

Darin ist D die Maximalenergie der von den energie-
armsten u-Mesonen ausgelosten Elektronen:

D=E,(E.=3,72 uc* =24,7mc?

nach (4).
Die mittlere Integration in (9) ist fiir E(E, ) <D
von D, fiir E(E,t) = D von E bis ~ zu fiihren.
Durch Vertauschen der beiden letzten Integratio-
nen in (9) und durch Einsetzen von ¢ nach (1 a)
ergibt sich:

NY(E,d)
d oo oo (10)
dE’ dE, E’
_ Cfdtf L fm[E,,(Em)] e (1 - Em)dEm.
0 E®E‘) DE

Das letzte Integral in (10) laft sich streng berech-
nen. Die zweite Integration wurde damit numerisch
ausgefiihrt und das Ergebnis, die Verteilung iiber
den Herkunftsort, 1aBt sich als Funktion der unteren
Grenze E(E,t) (im folgenden immer in Einheiten
m c? gemessen) durch F(E) nach (11) annihern:

[a [ag.~F (&) (11)
£ D,JE’

_ 1 aq [ n a, L E? |

E a,+E [ (a3+E)2 (as+E)* J

mit e, = 324, a; = 1000, a, = 7380, a3 = 59,5,
a; = 28700 und a; = 70. Die Fehler dieser Ap-
proximation sind fiir £ < 3000 (mc?) kleiner als
1% und wachsen mit zunehmendem E (da das Dop-
pelintegral wie (E) ™25 fir groe E abfallt). Auf
die uns hier interessierende Anzahl der Stofelekiro-
nen unter einigen hundert MeV haben extrem hohe
E-Werte jedoch keinen merklichen Einfluf, so daf
es nicht lohnend erschien, die gebrochene Potenz
in die Ndherung (11) aufzunehmen.
Damit ist N'(E,d) auf die Berechnung des fol-
genden Integrals zuriickgefiihrt:
d
NU(E,d) =C [th[E(E, 01, (12)

0
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bei dessen Auswertung die Schwierigkeit in der Be-
stimmung von E(E,t) liegt, also der Energie, die
ein Elektron am Orte ¢ haben mul}, wenn es bei
t =0 mit genau £ ankommen soll.

Die Berechnung von E(E,t) wird im folgenden
stufenweise vorgenommen:

In II, 2 wird so gerechnet, als wiirden die Stof-
elektronen in Richtung des w-Mesons emittiert und
anschlieBend, ohne Vielfachstreuung zu erleiden,
durch Ionisationsverluste abgebremst.

In II,3 wird dann der Energieverlust durch
Bremsstrahlung beriicksichtigt, wihrend in 11, 4 der
Einflu} der vom Streuprozel3 herrithrenden Winkel
zwischen u-Meson und Elektronenbahn untersucht

wird. In II,5 wird die noch fehlende Vielfach-

streuung beriicksichtigt und mit dem sich fir E(E, ¢)
ergebenden Ausdruck wird das Integral (12) be-
rechnet.

Um den EinfluBl der einzelnen Effekte tibersehen
zu konnen, wurde jeweils N'(d) fiir einige E-Werte
berechnet. Speziell fiir £=0 und C und Pb als Ab-
sorptionsmaterial wurden die Ergebnisse in Abb. 1
und 2 dargestellt.

2. N' bei reiner Ionisationsbremsung (N;')

Da der Energieverlust durch lonisation aus sehr
vielen kleinen Energieabgaben besteht, sind die
praktisch vorkommenden Schwankungen sehr gering,
so daf} in guter Ndherung von einem kausalen Ener-
gieverlauf gesprochen werden kann. Soll also ein
Elektron am Schichtende die Energie E haben, so
muf} es am Erzeugungsort (Abstand ¢ vom Schicht-
ende) eine genau bestimmte Energie E;(E, t) haben
(der Index j soll auf Ionisationsbremsung hinwei-
sen).

E;(E,t) wird aus dem differentiellen Energiever-
lust bestimmt, der bei kinetischen Elektronenener-
gien grofler als 2 mc¢® praktisch konstant ist, bei
E < mc? jedoch mit 1/v* anwichst (v = Elektronen-
geschwindigkeit) . Einen fiir die Rechnung bequemen
und fir unsere Zwecke hinreichend genauen Aus-
druck fiir den differentiellen Energieverlust durch
Ionisation hat man in der folgenden Gleichung

dEj

& &
a p ' (13)

1—(1+E)—*

(mc* als Energieeinheit). (Da die Fortpflanzungs-
richtung der Elektronen die Richtung abnehmender
t-Werte sein soll, ist der Energieverlust scheinbar
positiv.) & ist in (13) der bei groBen Energien
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praktisch konstante Ionisationsverlust pro Strah-
lungslinge, der hier etwas kleiner gewihlt wird als
die in der Theorie der Elektronen-Photonenkaskade
benutzte kritische Energie (zur Unterscheidung von
¢ mit ¢ bezeichnet), da hier die mittlere Energie
des Elektronenquellspektrums kleiner ist als in der
Kaskade. Wir benutzen in Blei, Eisen und Kohle
folgende Werte:

epp=14mc?, ep,=40mc?, e=140mc? (14)

statt
(Fk)l’b=7>6 MCV, (8};)}‘0221,7 I\‘ICV,

(ex) c =81 MeV.

Durch Integration von (13) ergibt sich sofort
unter Beachtung der Randbedingung E;(E,0) =E

Ej=4{a+Va(a+4)} (15)
mit E2
a=¢et+4 Eﬁ .
Damit erhalt man die Elektronen der ersten Ge-
neration unter ausschlieflicher Beriicksichtigung der
Ionisationsbremsung [nach (12) und (13)]:

Ej (E, d)

NjI(E,d)=c[dE,.(1_7J_ )F(Ej). (16)
F

(Ej+1)2

Nach Ausfithrung der elementaren Integration
wurde N;'(E,d) fir einige E-Werte berechnet. Fiir
Kohle und Blei und speziell £=0 wurden die Er-
gebnisse in Abb. 1 und 2 dargestellt.
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Abb. 1. Kurve 1: NI mit reiner Ionisationsbremsung (N;I).
Kurve 2: N;! mit Bremsstrahlung (VgI). Kurve 3: N;! unter
Beriicksichtigung der Winkel bei der Erzeugung. Kurve 4:
NpB! unter Beriicksichtigung der Winkel bei der Erzeugung
(Nwl). Kurve 5: Nyl einschlieBlich Vielfach- und Riickwirts-
streuung [vgl. Abschn. II, 7] (NI). Kurve 6: NI und zweite
Elektronengeneration (N). Absorptionsmaterial: Kohle.
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Abb. 2. Wie Abb. 1 mit Blei als Absorptionsmaterial.

3. N;' unter Beriicksichtigung der Bremsstrahlung
(Ng")

Im Gegensatz zur Ionisationsbremsung ist die Ab-
strahlung von y-Quanten ein ,,statistischer ProzeB,
dessen Schwankungen nicht vernachlassigt werden
diirfen. Deshalb gibt es zu einer festen Anfangs-
energie eines Elektrons keine definierte Endenergie
und umgekehrt; d.h. die oben definierte Grofle
E(E,t) existiert bei Energieverlust durch Brems-
strahlung (E wird in diesem Fall mit Eg(E,t) be-
zeichnet) nur im Mittel, wobei noch zu iiberlegen ist,
wie dieser Mittelwert gebildet werden mufl. Dazu
gehen wir auf (10) zuriick, setzen aber das letzte
Integral zunichst gleich 1, was nach (11) fiir nicht
zu grofle Energien eine gute Naherung darstellt.
Wegen der Schwankungen des Energieverlustes
durch Bremsstrahlung ist der Integrand des mitt-
leren Integrals mit einer Funktion W (E,E,t) zu
multiplizieren, die die Wahrscheinlichkeit dafiir an-
gibt, daB ein Elektron, das mit der Energie E  er-
zeugt wird, im Abstand ¢ noch eine Energie grofler
als £ hat, wenn es unterwegs lonisationsbremsung
erleidet und y-Quanten abstrahlt:

d 00
Ngl(E, d) ~C [d:f%’ W(E,E1). (17)
;

E

Der oben besprochene Mittelwert Eg(E. 1) ist danach
wie folgt zu definieren:

1 [‘ dE’ [ dE

B, ) E* ) E?

Eg E

W(E,E,t) . (18)

Zur Bestimmung von W (E',E,t) gehen wir auf die
in E differentielle Wahrscheinlichkeit w(E’,E”,t) zu-
riick, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
mit E’ erzeugtes Elektron bei Beriicksichtigung von
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Tonisation und Bremsstrahlung nach der endlichen
Strecke ¢ noch genau die Energie E” hat. Der Zusam-
menhang mit W ist dann

Emax
fw(E', E”,t) dE”;
E

W (EE,t) = (19)

Enax ist darin die Energie, die ein Elektron nach ¢
maximal noch haben kann. Wenn es durch Ionisations-
bremsung den Betrag Ej verliert, dann ist offenbar

Enax=E —Ej, (20)

da eine gewisse Wahrscheinlichkeit (eventuell Null)
dafiir besteht, daB es durch Bremsstrahlung keine
Energie verliert.

Bei Vernachlissigung der Ionisationsbremsung wurde
diese Wahrscheinlichkeitsverteilung (wir wollen sie in
diesem Falle mit wp bezeichnen) von Berae und Herr-
LER ° berechnet:

4 7 t_.l 4
wp (B, E”, 1) — (nETENT1 dE

I'@) E

Dabei wurde fiir den Wirkungsquerschnitt des einzelnen
Emissionsprozesses (E, Photonenenergie; E” =E’—E,)
der folgende Ausdruck benutzt:

1)

’ dE}'
NO(E E:/) dEy d.z::dt ’E;'ln(E,/E,_*Ey)* (22)
(N =Anzahl der Atome pro cm?, ¢ ist der Wirkungs-
querschnitt). Fir kleine E, ergibt sich daraus asympto-
tisch:

, dE
No(E,E,)) dE,dz~ -7 dt.
E,
Aus (21) folgt durch elementare Integration fiir den
mittleren differentiellen Energieverlust (¢ ist dabei
durch d¢ zu ersetzen)

24

N
’ ’ 44 E ’
_dE = fE,wB(E,E ,dt) - dE,=E'In2de.

o ‘ (23)
Fiir die mittlere Endenergie E” ergibt sich
7
Ed)= f E’wp(E',E”,t) dE” =E' 27t. (24)
0

In nullter Ndherung kann man so rechnen, als hitten
alle Teilchen denselben Energieverlauf (den mittleren) :

E’(t) =E 271, (24 a)

was sich auch aus (23) ergibt, wenn man annimmt,
daB} an jeder Stelle der Energieverlust gleich dem mitt-
leren ist:

dE/’

—— =E"In2.

(23 a)

5 H. A. Berae u. W. Herreer, Proc. Roy. Soc., Lond. A, 146,
83 [1934].
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Die Beriicksichtigung einer konstanten Ionisationsbrem-
sung fiihrt in diesem Fall, da sich die differentiellen
Energieverluste addieren, an Stelle von (23) auf

dE” B’ In2+¢

de

mit der Losung:

E"(5) =E 27+ o (276-1) .

5 (25)
Daraus léBt sich sofort die Energie gewinnen, die ein
Elektron bei ¢t bekommen mul3, wenn es bei t =0 mit E
ankommen soll [in der Nidherung (25) mit E, bezeich-
net] :

r _E-9te S (9t_
Ey=E -2+ =5 2t-1). (26)
Die Berechnung von Eg(E,t), in dem einerseits die
Schwankungen und andererseits eine genauere Form
des mittleren differentiellen Energierverlustes als (23)
beriicksichtigt sind, soll nun auf folgende Weise vor-
genommen werden:

Zunichst wird in die Verteilung (21) eine zusétzliche
konstante Ionisationsbremsung einbezogen und daraus
nach (18) Eop berechnet [der Index O soll auf die Ver-
wendung des Wirkungsquerschnittes (22) hinweisen].
Der Quotient

O e 0, g
Eo

mit E, nach (26) stellt dann den EinfluB der Schwan-
kungen dar, und zwar als relative Abweichung der
Grole Eo bezogen auf Eop. Man kann nun annehmen,
wenn man in E, einen genaueren Wirkungsquerschnitt
verwendet (E,— E,), daB die Abweichung zum rich-

tigen Ep in guter Naherung durch denselben Faktor w
[nach (27)] geliefert wird. Zu dieser Annahme ist man
berechtigt, da die vollstindige Vernachldssigung der
Schwankungen, also die Benutzung einer d-Funktion

O(E—E,) statt (28), nur zu maximal 4% Fehler in N!
fiihrt.

Der EinfluB der Ionisationsbremsung auf die Ver-
teilung (21) ist prinzipiell der folgende. Die Elektro-
nen, die bei reiner Bremsstrahlung hinter einer Dicke ¢
in dem Endenergieintervall dE” bei E” zu finden sind,
haben bei zusitzlicher Ionisationsbremsung eine klei-
nere Endenergie Ei” (in dEj’). Geben wir E;” vor,
dann ist die Endenergie bei reiner Bremsstrahlung of-
fenbar eine Funktion der Anfangsenergie E’, von E;”
und dem Ionisationsverlust ¢¢. Damit geht die Ver-
teilung (21) iiber in

(27)

(l E )t—l

o B

. e ., BB, By, dE” .,

w(E, Ey”, 1) dE;” = *’(E;’r’(z)"g't)’— B
(28)

In nullter Naherung verlieren die Elektronen einfach
zusdtzlich die Energie ¢¢ :

E"=E"—¢t.
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Tatsachlich ist aber die Endenergie geringer, da wegen
der durch die Ionisationshremsung herabgesetzten mitt-
leren Energie lings einer speziellen Elektronenbahn
die in Form von Photonen abgestrahlte Energie ab-
nimmt. Einen genaueren Wert fiir die Endenergie E;”
erhilt man durch die folgende Uberlegung: Eine her-
ausgegriffene Gruppe von Elektronen, die von der Ener-
gie E” ausgehend nach der Strecke ¢ bei reiner Brems-
strahlung in das Intervall dE”" bei E” gelangt, hat im
Mittel einen exponentiellen Energieverlauf, der sich in
Analogie zu (23) durch die folgende Differentialglei-
chung beschreiben ldfit (0 < ¢ <)

dE’ ,
7 =P,

in der f durch die beiden Randbedingungen sich be-
stimmt zu

Bei Beriicksichtigung des Energieverlustes durch Toni-
sation gilt statt dessen:

dE’ ,
=~ BE+2)

mit demselben f, woraus sich der genauere Wert der
Endenergie ergibt:

’” 77 et E"’
Ei"=E —In(E;/'EN)’(l— E’)' (29)
Daraus ist E”(E', Ej”, et) zu bestimmen und in (28)
einzusetzen. Wir erhalten dann die integrale Wahr-
scheinlichkeitsverteilung aus (28) und (19) mit

Enax=E —¢t:
E’ “.\!
W(E'.E.1) — / w(E, E;", 1)) dE;”
E f.
- / wi(E.E”, t) dE” .
E"(E',E,¢ct)

Fithren wir y=In[E'/E” (E’,E,¢t)] als Integrations-
variable ein, dann ergibt sich

Ymax

W(E,E,t) = [,—1” [e?/ yt—l dy = T"(t}‘?/(l;n)ux) .

0

worin ¥ (£, ymax) die unvollstindige Gammafunktion ist
mit Ymax=In[E/E” (E', E,et)]. Damit haben wir fiir
die in (27) definierte Funktion w:
Q0 Ymax
_ B dE,/‘y,t—l
w(E’t)_j‘(t)fE’ﬁ’. ey~ ldy.
E + ¢t 0
Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge er-
gibt sich unter Benutzung von (29)

oo

—94 ot —
w(E, t) = ,E° ey ~dy,
ro | gy Z (1—e—)

0

(30)
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speziell fir £E=0 ist

201 .

w(0,t) = ) [E(e+1)-1], (30a)
worin _ die Riemannsche {-Funktion bezeichnet. Fol-
gende Grenzwerte, die sich aus (30) leicht ableiten
lassen, geben einen qualitativen Uberblick iiber w (E, ) :

®w(E,0)=1 und lim w(E,t) =1 fir alle t.
E—» oo

Der erste Grenzwert ist sofort verstindlich, wihrend
der Wert 1 fiir groe E daher kommt, daf} fiir ein
1/E?-Spektrum in (18) bei Benutzung des Wirkungs-
querschnittes (22) @ gerade 1 wird, wie man mit (21)
leicht nachrechnen kann. Den EinfluB der Ionisations-
bremsung kann man sich als eine Deformierung des
Spektrums 1/E? vorstellen, die dann um so stirker
wird, je mehr die Ionisationsbremsung gegen die
Bremsstrahlung aufkommt, d. h. je kleiner die Energie
wird. Deshalb nimmt @ bei festem ¢ monoton mit E ab
bis zum Wert (30 a) bei E=0.

Nach (teilweise numerischer) Ausfiihrung des In-
tegrals (30) wurde fiir w(E,t) eine Nidherungsformel
aufgestellt, die dann in den weiteren Rechnungen be-
nutzt wurde. Damit ist

1 w(E,t)

, (31)
Eg(E,t) E,(E,1)

worin E(E, t), wie schon oben betont, als Verbesse-

rung von E, nach (26) den mittleren Energieverlauf
darstellt. Als Ausdruck fiir den differentiellen Brems-
strahlverlust benutzen wir dabei

dE\  E?
< de )B T E+b’
der den ganzen Energiebereich recht gut beschreibt. Fiir
die Konstante b wurden die Werte 5mc® in Blei,
8mc? in Fe und 12mc* in Kohle verwendet. Mit
Tonisationsbremsung, die wir zunéchst als konstant an-
nehmen, geht die letzte Gleichung iiber in (wobei wir

wieder die Richtung abnehmender ¢ als Fortpflanzungs-
richtung wihlen)

(32)

dE, Eg
! Lte;

32
At E;+b e

daraus laft sich leicht ¢(E;) bestimmen, die Auflosung

nach E;, die explizit gebraucht wird, kann jedoch nur
numerisch ausgefiihrt werden. Das Ergebnis schreiben
wir in der folgenden Form

1

E((E. t) = P {a,(E) e' —ay(E)} (33)
mit )
wE) =4, +e, wE)=aE)-E (33a)

und einer langsam verdnderlichen Funktion o(E,1) ,
die wegen der besonderen Wahl der Aufspaltung (33)
das gleiche Grenzverhalten hat wie w (E,t). Deshalb

ist Ep(E.1) fiir groBe Energien durch (33) gegeben
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und fiir alle Energien (auBer exirem kleinen) durch

a, et—a,

Ep(E.t) = w(E, 1) 9(E,t)

(34)

In (34) ist aber noch der 1/v*-Anstieg der Ionisa-
tionsbremsung bei kleinen Energien vernachldssigt. Da
in diesem Bereich die Bremsstrahlung keine Rolle spielt,

wird hier E schon durch E; richtig geliefert. Anderer-

seits gibt bei groBen E-Werten Ep die richtige Beschrei-
bung. Beides kann man hinreichend genau beriicksich-
tigen, indem man statt (34) setzt:

E

Ep= w‘ +Ej—(E+et), (34 a)

da sich bei kleinen Argumenten der erste Term ver-
hilt wie

E
L ~FE+et
w

und der zweite bei grolem Argument
Ei=FE+et,

also in jedem Bereich der iiberschiissige Term sich ge-
rade mit E + ¢t kompensiert.

Mit (34 a) wurde das integrale Spektrum der aus
einer Schicht herauskommenden StoBelektronen be-
rechnet, worin dann die Bremseffekte, aber noch
keine Wegverlidngerung berticksichtigt sind:

En(E,d)
Ng'(E,1) =C [dt F[ER(E, )]
E

nach (12).
Fiir Kohle, Blei und E =0 wurden die Ergebnisse
in Abb. 1 und 2 dargestellt.

4. Beriicksichtigung der Winkel beim StoBprozeB
(Nw")

AuBer durch die in den letzten beiden Abschnitten
besprochenen Bremseffekte verringert sich die An-
zahl derjenigen StoBelektronen, denen ein Verlassen
der Schicht moglich ist, weiter durch die Tatsache,
daf} ihre Bahn (insbesondere bei kleinen Energien)
nach dem StoB einen von Null verschiedenen Winkel
(¥) mit der des Mesons einschliefit. Bezeichnen wir
der Kiirze halber die Energie eines Elektrons beim
StoBprozel mit #, so gilt nach I, (6) fiir den Co-
sinus dieses Winkels:

_ n -
cos ¥ = 1/77+2 . (35)
Daraus sieht man, dafl der hier zu besprechende
Effekt praktisch keine Rolle spielt, wenn dem Elek-
tron beim StoB eine Energie # > 2 m ¢® iibertragen
wird. Da nun bei denjenigen Elektronen, deren
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Anfangsenergie mit 2 mc?® vergleichbar ist, der
Energieverlust durch Bremsstrahlung nur eine un-
tergeordnete Rolle spielt, wollen wir zunéchst davon
absehen (vgl. den Schlufl dieses Abschnittes) und
nur die lonisationsbremsung beriicksichtigen. (Im
néachsten Abschnitt wird diese Einschridnkung wie-
der aufgehoben.) Weiterhin nehmen wir (ebenfalls
nur in diesem Abschnitt) vereinfachend an, daf} ein
unter dem Winkel ¥} angestofenes Elektron diese
Richtung bis zum Verlassen der Schicht oder bis zu
seiner volligen Abbremsung beibehilt. Wir rechnen
zunichst so, als lege das Elektron statt # den Weg

- =4 ]1 ¥ ;2; (36)

zuriick.

Unter diesen Annahmen ist nun diejenige Energie E

(hier Eow =7 genannt; der Index Ow soll auf ,,Winkel
beim StoBprozeB“ ohne Beriicksichtigung der Brems-
strahlung hinweisen) zu berechnen, die ein Elektron
am StoBort ,,t“ mitbekommen mul}, wenn es bei t=0
mit der Energie £ ankommen soll. Nach (15) gilt of-
fenbar (et wird im folgenden mit %k bezeichnet) :

n=E;[E, tlcos 9(n) =o' + Va' ('’ +4) } (37)
mit
3y 2, B
a=k]/ 1+ : + L

(37 a)

Daraus ergibt sich durch elementare Umformung fiir #
die folgende Gleichung fiinften Grades:
2F

7 — o

2 3 E* 1
P PO+ 4y 1+ 1)
—E2(n+2)(n+1)2=0. (38)

Gibt man 7 und E vor, dann laft sich daraus leicht
k(n, E) bestimmen. Da fiir die weiteren Rechnungen

" (I1, 5) fiir n(E. k) ein geschlossener Ausdruck noétig

ist, wurde 7 (E, k) durch die folgende Nédherungsformel
dargestellt:

B k+co} k
n=E+{b+@+p) Tt L 69
mit
o E __Coa
a=2-p17 P=g ¢y
C,=271, ;=597
und

C_(Eﬂ)?/ E+2
~ 2E ]0,25E3+E2+E'

Dabei wurde u.a. die jeweils ersten beiden Glieder
der asymptotischen Entwicklungen fiir kleine und grofle
k benutzt, wodurch der Fehler im ganzen Bereich auf
wenige Promille heruntergedriickt werden konnte (auBler
wenn E und k gleichzeitig klein gegen 1 sind, was aber
praktisch ohne Bedeutung ist).
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Um einen Uberblick iiber die GroBe des ., Winkel-
einflusses® zu bekommen, wurde zu Ng' mit Hilfe
von (39) eine additive Korrektur berechnet, die
offenbar in der folgenden Form geschrieben werden
kann:

NJ=Ngl— AN, , wobei
Ey (E,d)
AN, =C [ FIEW(E,x)] Yda  (40)
. dx
Ej (E, d)

mit x=FE;(E,t), was sofort aus (12) folgt, wenn
man bedenkt, daf} die Integrationsgrenzen in (40)
nur fiir kleine £; merklich voneinander verschieden
sind [nach (37)] und deshalb die Bremsstrahlung
keinen Einflull hat [E,(E,?) ist in (40) in der
Form E\[E, E;(E,t)] dargestellt].

In den weiteren Rechnungen muf} jedoch auch in
E, die Bremsstrahlung mitberiicksichtigt werden,
da N' geschlossen berechnet werden soll [d. h. ohne
Benutzung der Aufspaltung (40), die bei Wegver-
langerung infolge Vielfachstreuung nicht mehr zweck-
maflig ist]. Dann ist offenbar die Definitionsglei-
chung (37) zu ersetzen durch

\

8 ( E.1 l/ EEﬂ) (41)

mit Ep nach (34a).

Aus (41) wurde E,, durch Iteration bestimmt und
damit nach (40) AN, berechnet. N I=Ngl— AN,
wurde in Abb. 1 und 2 fiir Kohle und Blei (E =0)
dargestellt.

5. Der Einflul} der Vielfachstreuung

a) Allgemeines

In den vorangehenden Abschnitten wurde so ge-
rechnet, als wiirden die Elektronen ihre beim Stof}
bekommene Richtung bis zum Verlassen der Schicht
oder bis zu ihrer Absorption beibehalten. Durch
vielfache CouLoms-Streuungen werden sie jedoch aus
dieser Richtung abgelenkt und legen so einen grofe-
ren Weg zuriick (der im folgenden mit ,,/* bezeich-
net werden soll, im Gegensatz zu ,,t“, der Wegkom-
ponenten in Richtung der u«-Mesonenbahn).

Der Einfluf} dieser Wegverlidngerung la3t sich mit
Hilfe eines geeignet gebildeten mittleren Weges ,,[*
beschreiben, der von seiner ,,Projektion ¢ und der
Energie der Elektronen abhéngt. Insbesondere inter-
essieren wir uns fiir den mittleren Weg derjenigen
Elektronen, die mit einer vorgegebenen Energie E
die Schicht ¢ verlassen: [(E,t). Mit Hilfe dieser
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Grofe 1dBt sich dann die zur Berechnung von N!
[nach (12)] erforderliche Energie E(E,t), die ein
im Abstand ¢ vom Schichtende angestoBenes Elek-
tron im Mittel mitbekommen muf}, um die Schicht
mit E verlassen zu konnen, in der folgenden Form

schreiben:

E(E,t) =Eg[E,l(E,t/ JE[E+2)], (42)

woraus dann E durch Iteration bestimmt werden

mul} [Ep nach (34a)].

b) Berechnung des mittleren Weges

Elektronen der Energie E* mogen senkrecht auf
eine Schicht der Dicke ¢ auffallen und nach viel-
fachen CouLoms-Streuungen die Schicht mit der
Winkelverteilung ¢ (7,2?) verlassen. Darin sei = der
Tangens des Winkels a, den ein heraustretendes
Elektron mit seiner Primaérrichtung einschlieft:
r=tga, und 7(z)~2%(t), etwa das mittlere Tan-
gensquadrat am Schichtende (genauer s.u.). Wir
sehen von der Riickwértsstreuung und zunéchst vom
Energieverlust der Elektronen ab und kénnen des-
halb ¢ (t,2?) als normiert ansehen:

fdxerp(r, x2) =1.
0

Zur Beschreibung der Verkniipfung des Streuwin-
kels mit dem zuriickgelegten Weg fiihren wir eine
Funktion z(t,l,z) d2®>dl ein, die angibt, welcher
Bruchteil der Elektronen hinter einer Schicht der
Dicke ¢ mit dem faktischen Weg ! (in d/) und dem
Winkel a (in d22) vorzufinden ist. z ist in der fol-
genden Weise zu normieren:

[dl [da?z(t,0,2%) =1.
i
Die einzelnen Integrale haben offenbar folgende Be-
deutung:
w(t,l) dl=dl [da?z(s,1,2%)
0

ist der Bruchteil derjenigen Elektronen, die den
Weg [ (in dl) zuriickgelegt haben * und

7 lz(t),2?] da? =dx2fdlz(t, L, 2%
i

die Winkelverteilung ohne Riicksicht auf den zu-
riickgelegten Weg.

* Fiir kleine Winkelablenkungen wurde w(¢,I) von C.N.
Yanc (Phys. Rev. 84, 599 [1951]) berechnet.
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Da wir annehmen, daB} sich z so entwickelt, daf
hinter jeder Schicht die vorgegebene Winkelvertei-
lung realisiert ist, konnen wir von den Winkelablen-
kungen in einer infinitesimalen Schicht absehen und
w mit z durch die folgende Integralrelation verkniip-

fen:
[(1—t)]4t)2—1

w(t+ALl) = [z(t,1- AV +22,2%) dz®, (43)
0

die besagt, dal man den Bruchteil derjenigen Elek-
tronen, die bei ¢+ At den Weg [ zuriickgelegt haben,
erhilt durch Summation uber alle die Teilchen, die
bei ¢ den Weg [— At/cosa=1—At}Y1+2® schon
hinter sich hatten und dort den Winkel a (z=tga)
mit der Primérrichtung einschlossen (in z geht die
vorgegebene Winkelverteilung ¢ ein).

Aus (43) erhalt man sofort eine entsprechende
Gleichung fiir den mittleren Weg [, wenn man die
von der Definition

I= [lw(t,1) dl (44)
i

vorgeschriebene Integration durchfiihrt. Im Limes

kleiner At ergibt sich daraus fiir / die plausible Dif-

ferentialgleichung:

;’f - [dx? V1+22g[e(t),22]=u[z(t)] = (1/cos a)
B (45)
und durch Integration:

t

LE, 1) = [u[r(d)]dl, (46)
0

d. h. I(2) setzt sich additiv zusammen aus den mitt-

leren Teilwegen in allen Schichtelementen, die ja

gegeben sind durch

dt(1/cos a) =dz- u(7) .

c. Die Winkelverteilung vielfach
gestreuter Elektronen.

Die Winkelverteilung geladener Teilchen nach
vielfachen CouLoms-Streuungen ist nur in den bei-
den Grenzfillen kleiner und grofer mittlerer Win-
kelquadrate (d.h. bei fester Anfangsenergie: klei-
ner und groBer Schichtdicke) genau bekannt. Bei
kleinen Schichtdicken wurde sie zuletzt von MoLiERE 6

6 G. Movuierg, Z. Naturforschg. 3a, 78 [1948].

7 H. S. Sxyper u. W. T. Scorr, Phys. Rev. 76, 220 [1949].

& W. Pauvr u. H. Frank, in Laxporr-Bérssteiy I, 5; Verlag
Springer, 6. Aufl., Berlin 1952, S. 325.
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und von Sxyper und Scorr? nach verschiedenen
Methoden berechnet. Die Ergebnisse stimmen unter-
einander und mit genauen Messungen gut iiberein.
Bei groflen Dicken stellt sich etwa eine cos? a-Vertei-
lung ein (vollstandige Diffusion, vgl. Pavr und
Frank ® sowie Berue, Rose und Smiru®. Da wir hier
die Winkelverteilung fiir alle Dicken benétigen, wol-
len wir eine Interpolationsformel benutzen, die die
beiden oben genannten Grenzfille richtig enthalt und
den Zwischenbereich plausibel darstellt. Deren Auf-
stellung ist natiirlich nicht ohne eine gewisse Will-
kiir moglich. Wir setzen
@ (7,2%) da?
- <,e,,_fih ,,5(2,, 5 1*5,[1,_7’3’,(’),] ) dz®.  (47)
td(m) (V1+2%)° (V1+2?)®
Der erste Term entspricht der Moriereschen Vertei-
lung (mit dem Winkeldifferential sin a da statt a da
bei MoLiere) und der zweite der cos® a-Verteilung.
7 ist das mittlere Winkelquadrat nach MovLierg, das
hier, da wir uns nicht auf kleine Winkel beschrén-
ken konnen, in ein mittleres tg-Quadrat umgedeutet
wurde. A(z) ist der Normierungsfaktor der
Moviereschen Verteilung, der hier wegen des ver-
inderten Winkeldifferentials eine andere Form hat
als bei MoLIERE:

ATE) = i{1_]/”r e”r[1_¢<]/,i>n. (48)

(mit @ ist das Fehlerintegral gemeint). Die Ge-
wichtsfunktion g(z) (0 < g(r) =< 1) bestimmt die
relativen Anteile mit denen die beiden Grenzfille
am Aufbau des Zwischenbereiches beteiligt sind.
Die oben erwdhnte Willkiir besteht einerseits in
der in (47) benutzten Additivitit* der beiden Grenz-
verteilungen, andrerseits in der Wahl der Gewichts-
funktion g (die natiirlich in Strenge nicht nur von 7
abhiingen wird). Fiir g erschien uns der folgende
Ansatz plausibel:
g(r) =1/(1+7). (49)
Das mittlere Winkelquadrat 7 ist nach Moviere®

durch das folgende Integral gegeben:
¢

e dt’
= j‘f )
0
A6(57,3) (0,511)2
B(22,9) Z2 0 7,

(50)

(51)

mit j=

9 H. A. Betrg, M. E. Rose u. P. Smits, Proc. Amer. Phil. Soc.
78, 573 [1938].
* Vgl. hierzu die Bemerkungen im Anschlufl an Gl. (57).
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Darin ist A das Atomgewicht und ¢ die Dichte des
Streumaterials (die anderen Groflen sind schon oben
erklirt), und B berechnet sich aus ;,lg 2,

Q. — £ —2y Oty o2
10lg 2,=8.215 + (lg | Z : s
(52)
R a=Z[137

nach einer von MoLiERe angegebenen Tabelle. Da B
iber (52) nur schwach von der Schichtdicke ¢ ab-
héngt, reicht es aus, einen plausiblen Mittelwert ein-
zusetzen. Man erhalt fiir die hier betrachteten Mate-
rialien die folgenden Zahlenwerte:

je=0,1245;  jr.=0,0292; jp,=0,0085.

(50) stellt eine Integration tiber das reziproke Qua- -

drat des Energieverlaufs in der Schicht dar. Ist die-
ser auf Grund von Bremsquantenemission Schwan-
kungen unterworfen, dann ist iiber alle moglichen
Energieverliufe in der Schicht zu mitteln. Da jedoch
die Vielfachstreuung nur bei kleinen Energien we-
sentlich wird und in diesem Fall die Ionisations-
bremsung die Photonenemission stark iiberwiegt.
konnen wir von den Schwankungen absehen und fiir
E(f) den schon oben ermittelten ,,quasikausalen®
Energieverlauf [Ey nach (34.a)] einsetzen (zumal
in Ep ein Teil der hier in Frage kommenden
Schwankungen wegen (18) schon beriicksichtigt ist) :
¢

t(E,1) = € dr
i) EpE,t—r)
0

In (53) ist jedoch noch von der Wegverldngerung
abgesehen, bei deren Beriicksichtigung die Energie
im Schichtdickenelement stirker abnimmt. Man darf
wohl annehmen, dafl man den EinfluB dieses Effek-
tes in erster Naherung richtig erfaflt, wenn man die
Schichtdickenvariable ¢ durch den entsprechenden
mittleren Weg ersetzt, also statt (53) schreibt:

t

(B, 1) = £ [ o

i) EgE,l¢—t)1"
0

(53)

(54)

Damit erhilt man nach (46) die folgende Integral-
gleichung fiir den mittleren Weg [ (unter Beriick-
sichtigung der Tatsache, daf} die Elektronen in der
Schicht erzeugt werden) :

(55)

t
I(E.1) = [u(r)dl,
0

t
s € /' de”’
worin t=1| - .
(/ J EBE,l(t—0)]
0
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Daraus wurde /(E.t) durch Iteration bestimmt, wobei
fiir u(7) die Form (56) benutzt wurde,
3 1 1

2 2 (1I+7)*’ (56)

u(7) =

die eine ausreichende Niherung des durch elementare
Integration von (45) fiir u(7)

u(r):( —Ei(—1/7) i 3)771
2r{e~li—Yaft [1-D (=]} 2/ 141
(57)

erhaltenen Ausdrucks darstellt. Durch diese Niherung
wurde noch eine kleine, in der Form (47) fiir die
Winkelverteilung ¢ enthaltene Inkonsequenz vermieden.
u(7) wird ndmlich nach (57) fiir miBig groBe 7 um
wenige Prozent grofler als sein Grenzwert 3/2, ein Hin-
weis darauf, dall die Verteilung (47), ehe sie fiir grofe
7 ihren Grenzwert (cos®? o) annimmt, etwas breiter ist
als eine cos® a-Verteilung. Man kann leicht einsehen,
dal} der erste Term in (47) fiir groBe 7 breiter als eine
cos? a-Verteilung wird und daB dann, wenn er zu der
letzteren additiv hinzukommt, kurz vor dem Ubergang
in den Grenzwert eine etwas breitere Verteilung ent-
steht. Wegen des kleinen Gewichts fiir groe 7 bleibt
der Fehler jedoch im Rahmen der Genauigkeit von
(47), doch ist seine Beseitigung in (56) zweifellos
eine Verbesserung.

6. Die erste Elektronengeneration

Mit Hilfe von [ nach (55) wurde die Iteration in
(42), E(E,t), ausgefilhrt und damit der Integrand
von (12) berechnet. Durch numerische Integration
ergab sich dann das integrale Energiespektrum der
ersten Elektronengeneration, dessen Werte fir
Kohle, Eisen und Blei zwischen 0 und 100 MeV und
fir Dicken von 0 bis etwa 50 g/cm?® mit Hilfe der
Elektronischen Rechenmaschine G 1 berechnet wur-
den. Fiir £=0 und die Materialien Kohle und Blei
sind die Ergebnisse in Abb. 1 und 2 dargestellt.

7. Diskussion der Riickwdrtsstreuung

Seither wurde von der Streuung nach riickwérts voll-
stindig abgesehen, was sich in einer zwischen 0° und
90° normierten Winkelverteilung @ (7,2%) ausdriickt.
Zwar reicht in Wirklichkeit die Verteilung innerhalb
der Schicht bis 180°, doch verliert obige Vernachlissi-
gung mit wachsender Mindestenergieforderung rasch
an EinfluB}, so daB wir weiterhin die Verteilung in der
alten Form verwenden werden. In Blei allerdings wird
bei kleinen Energien eine stirkere Abweichung zu er-
warten sein.

Der nach den obigen Vernachldssigungen verblei-
bende Teil der Riickwirtsstreuung kann in folgender
Weise beriicksichtigt werden, indem wir als riickwirts
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gestreute Elektronen nur diejenigen
zdhlen, die wegen eines Winkels @ > 0
bei der Erzeugung trotz ,nach vorn*
normierter Winkelverteilung einen gro-
Beren Winkel als 7/2 mit dem Meso-
nenstrahl einschlieBen (vgl. nebenste-
hende Abb.).

Danach ergibt sich dann fiir den Bruchteil g(E’, t)
der nach ,riickwirts“ gestreuten Elektronen [¢ (7,2%)
ist darin die Winkelverteilung um die Richtung bei der
Erzeugung] ;

Elektron v, -Meson

oo Zo
g(E, ) =2 [dz‘l o(z,2?) [ 32
¢ J 2m
E’'[2 0
mit

%o =arc tg ]// zEl, —1
(unter Beachtung von cos ¥ =VE'[/E'+2).

Da sich der Einflul des hier betrachteten Teils der
Riickwiértsstreuung als klein herausstellen wird, kénnen
wir fiir ¢ (7, 2?) eine Niherung in der Form (cos })2”
benutzen, eine Darstellung, die auch ganz allgemein
von Interesse sein kann.

Bevor wir die Berechnung von (58) vornehmen, muf}
m bestimmt werden. Dies soll nach der Methode der
kleinsten Quadrate auf der Einheitskugel durchgefiihrt
werden. Die auftretenden Gleichungen waren nicht
streng zu losen, so dal m als Funktion von 7 iterativ
ausreichend genau gewonnen wurde. Es ergab sich als
gute Nédherung:
1+1,769 41,5 72

= T 9
Mit @, 2) df= (m+d) —2 (60)
2 (1+12)m+3/:
ergibt sich dann fiir (58) das Integral
;o m+} [arc g/ (223E)—1 , ,
g8, =51 [SRVESEI"L 4, (o)

E'[2
welches in guter Ndherung (< 3%) sich schreiben 1d8t:

+1/2 \q/ ,
g(E',t):},(,,? «)m [1—(1 L RN }
2\2+F

_ /
Vm+0;775,)l/ E+2

(62)

Die Riickwirtsstreuungskorrektur ergibt sich dann nach
(12) zu

da o
NRr(E. k) = [dz' [dE'g(E', t'yF(E) ..
0 E
Die numerische Berechnung von (63) ergab eine Kor-

rektur an V! von maximal 3%, die in den Abb. 6, 7und 8
beriicksichtigt wurde.

(63)

III. Die Energiespektren der y-Quanten

Die y-Quanten, die in einer Materieschicht einen
Strom von u-Mesonen begleiten, sind auf Seehshe
in iiberwiegender Anzahl durch Abstrahlung der
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StoBelektronen entstanden, da der entsprechende
Energieverlust bei der mittleren Energie der u«-Meso-
nen auf Seehohe etwa um einen Faktor 400 kleiner
ist als der der Stofelektronen mittlerer Energie. Wir
konnen also die unter II berechneten Ergebnisse
benutzen, um die Energiespektren der in Frage kom-
menden Photonen zu bestimmen. Bei deren Berech-
nung vernachlédssigen wir den Winkel, den die Stof-
elektronen mit der «-Mesonenbahn bei der Abstrah-
lung eines y-Quants einschliefen, da nur hochenerge-
tische Elektronen mit merklicher Wahrscheinlichkeit
Photonen emittieren, und diese Elektronen mit der
«-Mesonenbahn nur einen kleinen Winkel einschlie-
Ben. Einen groferen Fehler macht dagegen die Ver-
nachlédssigung des Winkels zwischen den respektiven
Bahnen der Photonen und Elektronen.

Das differentielle Energiespektrum der y-Quanten
ist dann durch das folgende Integral gegeben:

¢ o
y(E, 1) = [df e *EVE) [0, (E',E) n(E', 1) dE’ .
0 E (64)
Darin ist n(E’,t) das differentielle Spektrum der
StoBelektronen der ersten Generation, also
, INI(E, 1)
n(E,t) =— —ag
w,(E’,E) die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Elek-
tron der Energie £’ auf einer Strahlungslinge ein
Photon der Energie E erzeugt und 9 (E) der totale
Absorptionskoeffizient der y-Quanten der Energie E.
Das letzte Integral in (64) laBt sich durch par-
tielle Integration auf ein solches iiber das integrale
Spektrum zuriickfithren, was von Vorteil ist, da die
Differentiation in (65) auf numerische Ungenauig-
keiten fithren wiirde:

(65)

— [, (&', E) aNIa(g" D4E = —[N(E', 1) w,(E',E) )5
= 20

’ Qw, (E, E) ’

+[NI(E,¢) & Bap,

E

wobei in der eckigen Klammer an der oberen Grenze
N und an der unteren Grenze w,(E’, E) verschwin-
det, so dal} statt (64) fir das differentielle Photo-

nenspektrum gilt:

£ oo
rE 0 = [areome [,y 2o E D g,
0 E (66)
Fiir w,(E’, E), die Wahrscheinlichkeit der Brems-

quantenemission benutzen wir den bequemen und
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abgesehen von der Ruheenergie der Elektronen ge-
nauen von BernsTeIN 10 angegebenen Ausdruck:

) dE EE'—E) ([(E\*_ _(E),
WAL B) Ay = i &) —1(E’)T1}

mit a=1,358 und
Uc=10,70mc?, Up.= 7,61 mc? und Upy, = 6,18 mc2.

Der totale Absorptionskoetfizient ¥ (E) setzt sich
aus einem Paarerzeugungs- und einem CompTON-
Effektanteil zusammen. Der erste, der einer kata-
strophischen Absorption entspricht, 1aBt sich aus
(67) leicht berechnen (totaler Wirkungsquerschnitt).
Beim Compron-Effekt dagegen bleibt das Photon er-
halten, wenn auch bevorzugt mit kleiner Energie.
Man kann jedoch auch fiir den Compron-Prozel
einen effektiven katastrophischen Absorptionskoeffi-
zienten definieren, wenn man den totalen Wirkungs-
querschnitt um den Beitrag der ubrigbleibenden
Photonen erniedrigt, der bei bekannter Form des
Photonenspektrums sich leicht berechnen 1a6t, wobei
es jedoch nicht auf grofle Genauigkeit ankomunt, da
der Einfluf} der iibrigbleibenden Photonen auf ¢ (£)
nur gering ist (vgl. 1. ¢.?, S. 517).

Damit laBt sich dann durch numerische Ausfiih-
rung der Integrationen in (66) das differentielle
Photonenspektrum berechnen und daraus durch

[7(E,t) dE' =T (E, 1)

E

(68)

das zugehorige integrale Spektrum, dessen Werte
fir Kohle, Eisen und Blei in Abb. 3, 4 und 5 dar-
gestellt sind. Auf die Wiedergabe von y (E,¢) wurde
verzichtet.

/ 100
107

4 ‘ l
07 3 5 R

; ——
Abb. 3. I'(E,d), die Anzahl der y-Quanten, die eine Pb-

Schicht der Dicke d (in cm) mit einer Energie grofler als E
(Parameter in Einheiten m ¢?) verlassen.

10 J, B. Bernstery, Phys. Rev. 80, 995 [1950].
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Abb. 4. Wie Abb. 3 mit Fe als Absorptionsmaterial.

1 w0’

ried) |

072

1073

0
0 0 20 30 W0 em %
d ———

Abb. 5. Wie Abb. 3 mit C als Absorptionsmaterial.

IV. Die zweite Elektronengeneration

Aus dem im letzten Abschnitt berechneten Photo-
nenspektrum entwickelt sich die zweite Elektronen-
generation dadurch, dafl die y-Quanten einerseits
durch Cowmpron-Effekt Elektronen aus den Atom-
hiillen der durchstrahlten Materie herausstoen und
andererseits durch Bildung von Elektronenpaaren.
Beide Anteile wurden gesondert berechnet, da sich
die positiven Paarelekironen in einer WiLson-Kam-
mer mit einem Magnetfeld abtrennen lassen. Da
die Energieverteilung der negativen Paarelektronen
die gleiche ist, kann also diese Komponente geson-
dert untersucht werden. Die ComproN- und Paar-
elektronenanteile unterscheiden wir durch Indizes
,C“ und ,,P“. In leicht verstindlicher Weise erhalt

man dann die Beitrage zur zweiten Generation:

d oo oo
Nel(E,d) =2 [dt [AE’ [ dE, y(E..t) wp(E,,E)
0 E(E) E’ (69)
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und

d = o
Ne(E,d) = [ di [ dE' [ dE, y(E; 1) we(E: L E)
0 E(E,t) E'+mcy2 (70)

Darin sind wp(E,,E’) und wc(E,,E’) die Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen ein Photon der Energie
E, im Paarbildungs- oder Compron-Prozel} ein Elek-
tron mit der Energie E" ,erzeugt*:

wP(EY’E,)
IS PO €4 I W
“E’l —%g Tt (75'7‘)}1+U'[E:,/E’(E_E')]

)4 k4

(71)

und
E,—E

’ 1
we(E,, E) :/E;(?:E) [1+( £

H (72)
y |/

mit a=1,358 und *=NZar3z,(cm) mc2.
7(E,,t) 1ist das Photonenspektrum nach (66).
E(E,t) ist wie bei der Berechnung der ersten Gene-
ration die Energie, die ein Elektron bei ¢ mitbekom-
men muf}, um bei =0 im Mittel mit £ anzukommen.
Da die Winkel bei der Erzeugung der Elektronen
der zweiten Generation andere sind als bei der
ersten, sollte eigentlich £ in (69) und (70) neu
berechnet werden. Darauf wurde jedoch verzichtet,
da der hiervon herriihrende Fehler in der Summe
aller Generationen kaum merklich sein diirfte. Es
wurde also (69) und (70) mit E(E, t) nach (34 a)
berechnet (vgl. Abb. 1 und 2).

Da der Beitrag der dritten und weiteren Generatio-
nen 4% kaum iibersteigt (wegen der geringen mittle-
ren Energie der Stofelektronen), kann man die Ge-
samtanzahl als Summe der ersten beiden Generatio-
nen gewinnen.

Die auf diese Weise gebildete Gesamtanzahl der
herauskommenden Begleitelektronen (oberhalb E)
pro u-Meson wurde fiir Kohle, Eisen und Blei in

Abb. 6, 7 und 8 dargestellt.

V. Der EinfluB der Abschneideenergie

Alle angegebenen numerischen Ergebnisse beziehen
sich, wie schon in I, 2 betont, auf das u-Mesonen-
spektrum auf Seehohe, das zwischen E,.=3,72 u c?
und co auf 1 normiert wurde, was einer Abschneide-
energie von 20 cm Blei entspricht. Der Wert der Ab-
schneideenergie geht in (12) iiber die genaue Form
von F(z) ein. Wir haben F(z) fiir andere Ab-
schneideenergien 0 (6 zwischen 2 und 20 uc?) be-
rechnet und, was fiir den jetzigen Zweck hinreichend
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genau ist, durch die folgende Form dargestellt:

1 1/ a(d) ]
F(d,2) = ol e e (73)
: Cor i &
mit a(0) =25+42 Fth (73 a)

(6 in Einheiten uc?) .

Fiir 0+ 3,72 1 ¢ sind dann die obigen Spektren
mit dem folgenden Faktor f zu multiplizieren:

E(E,d)
EjF(tS;x) (d¢/dx) dx
H(E,d,0) = = (74)
JF(3,72;2) (d¢/dx) dx
E+5
mit
— 7E27- t_ Ee . " ——
E(E,tl)_(E+b+e)e (M Eje). (75)

Da f nur schwach von den Integrationsgrenzen ab-
hiangt, kann hier (33) mit o=1 benutzt werden.
AuBerdem kann diese einfache Form hier verwendet
werden, wenn man alle weiteren Effekte (Anstieg
der Ionisationsbremsung, Vielfachstreuung, héhere
Generationen etc.) durch Ersetzen von E durch £ + »
in der unteren Grenze der Integrale (74) summa-
risch beriicksichtigt. ;

% ergab sich durch Angleichung von

EE,d)
C[F(3,72;2)dt an N(E,d)
E+x
fiir £=0. Dabei ist
2pp=0,66; xp,=1,04; x:=1,68.

Damit wird auch die Energieabhingigkeit so gut
wiedergegeben, daf} die Quotientenbildung in (74),
bei der sich ein wesentlicher Teil der Ungenauigkeit
heraushebt, auf einen zuverldssigen Umrechnungs-
faktor fithrt. Man erhilt so:

fZ(D(Eydy 6)/¢(E,d,60) ’
mit a =a(d) nach (73 a)
VE+ta—va _y VE+a+Va >
1/’E+x-i;a—1/a 1’,E+2+0+Vﬂ

_ ]/7?, (1n VE+a—vya—a
/ a—a, ]"E+x+a —Va—a,

8y=3.72,

D(E,d, o) =(ln

- VEtetVea ) (76)
]/E+x+a + Va—a,
E2
und a, = e —E+¢ [vgl. (33)].

Fir a,>a ist zu beachten, dafl der letzte Term in
(76) in einen arctg libergeht.
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Abb. 6. N(E, d). die Anzahl der

Elektronen, die eine C-Schicht

der Dicke d (im Strahlungslin-

gen zy) mit einer Energie grofer

als £ (Parameter in Einheiten
m c2) verlassen.

Abb. 7. Wie Abb.6 mit Fe als
Absorptionsmaterial.

Abb. 8. Wie Abb. 6 mit Pb als
Absorptionsmaterial. —
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In Fe liegen fiir die Gesamtzahl der StoBelektro- Abb. 9). Die gestrichelte Kurve stellt die StoB-
nen Messungen von Prerrrer!! vor, die mit den elektronen der »ersten Generation“ dar. Man sieht,
hier berechneten Werten gut iibereinstimmen (vgl. daB die ,hoheren Generationen® offenbar voll zur

11 U. Prerrrer, Z. Naturforschg. 12a, 148 [1957].

Messung gelangen, da wegen der kleinen Hohe
(=~ 20 cm) der von Prerrrer benutzten Wirson-
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Abb. 9. Vergleich der gerechneten N-Wertekurve im Eisen
mit experimentellen Ergebnissen 1.

Kammer ein seitliches Weglaufen der die ,zweite
Generation® erzeugenden y-Quanten praktisch nicht
vorkommt. Bei groflen geometrischen Wegen der

7-Quanten wird ein grofler Teil der Stofelektronen
der zweiten Generation in einem so groflen seitlichen
Abstand vom u-Meson auftreten (vgl. Beginn von
Abschn. IIT), daB eine eindeutige Zuordnung nicht
mehr moglich ist, d.h. ein hoher Prozentsatz der
»zweiten Generation® wird dann nicht gemessen.
Wir verweisen fiir solche Falle auf die in Abb. 1,
2 und 9 angegebenen Gesamtzahlen der direkt er-
zeugten Stofelektronen.

Wir danken Herrn Prof. Heisexserc fiir forderndes
Interesse und ebenso Herrn Prof. Wirrz, auf dessen
Anregung diese Arbeit zustande kam.

Herrn Prof. Biermany mochten wir fiir die Erlaubnis
zur Benutzung der Goéttinger elektronischen Rechen-
maschine G 1 danken, mit deren Hilfe numerische Aus-
wertungen des vorliegenden Umfanges erst moglich
wurden.

Ein Phosphormodell auf quantenmechanischer Grundlage

II. Ubergangsmatrizen des Léschzentrums

Von Hararp Stumpr

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 12 a, 465—478 [1957] ; eingegangen am 18. Mirz 1957)

Das optische und elektrische Verhalten eines Phosphors, bei makroskopisch vorgegebenen Zu-
standsgroflen, wird durch sein Grundgitter und durch die Art und Anzahl der in ihm vorhandenen
Storstellen bestimmt (§ 10). An jeder Storstelle gehen kombinierte Elektron — Gitter-Prozesse vor
sich, die quantenmechanisch durch Ubergangsmatrizen beschrieben werden. Die Prozesse verlaufen
entweder thermisch, d. h. unter Erhaltung der Gesamtenergie des Kristalls, oder elektromagnetisch,
d. h. unter Emission oder Absorption von Photonen. An einem Loschzentrum iiberwiegen thermische
Prozesse und fiithren zur strahlungslosen Rekombination angeregter Elektronen und Locher. Hier
werden die thermischen Ubergangsmatrizen eines solchen Zentrums, z. B. einer S~-Liicke in ZnS, fiir
den Elektronen-Einfang und die Ionisation aus dem Grundzustand des Zentrums in das Leitungs-
und Valenzband berechnet. Die nichtadiabatischen Wechselwirkungsglieder des Kristalls bestimmen
die Ubergangsmatrizen. Zu ihrer Berechnung werden die Auswahlregeln fiir Fraxck —Conpox-Inte-
grale bei beliebiger Nullpunktsverschiebung der Oszillatoren angegeben (§ 11), unter der Annahme
verschwindender Dispersion im longitudinalen optischen Zweig der Gitterschwingungen geeignete
Eigenschwingungen abgeleitet (§ 12), der Grundzustand der Storstellenwellenfunktion des Elektrons
(§ 13) und danach die Storstellenelektron — Gitter-Kopplung (§ 14) eingefiihrt. Daraus lassen sich
die Nullpunktsverschiebungen der Gitter-Oszillatoren ableiten (§ 15). Die berechneten Matrizen
folgen in § 16. Die optischen Ubergangsmatrizen verschwinden in dieser Niherung vollstindig. Diese
Eigenschaften hidngen wesentlich vom s-Funktionscharakter des Grundzustandes ab. Jedoch darf dies
nicht als hinreichendes Kriterium fiir das Funktionieren eines Zentrums als Loschzentrum betrachtet
werden, da noch weitere Grioflen, wie die energetische Hohe des Grundniveaus, Rekombinationen
iiber angeregte Zustinde, die Konzentration der Leitungsbandelektronen usw. das Gesamtverhalten
bestimmen. Am SchluB werden in einer vergleichenden Tabelle die Annahmen anderer Autoren
sowie bereits berechnete Fille von Ubergangsmatrizen einander gegeniibergestellt.

§ 10. Einfachstes Phosphormodell !
Wird ein Phosphor durch Absorption von Licht

oder Energieaufnahme aus einer Teilchenstrahlung
vom Grundzustand in einen angeregten Zustand ver-

1 §§ 1 bis 9 siehe H.Srtumer, Z. Naturforschg. 12a, 153
[1957] ; im folgenden mit I zitiert,

setzt, so verlaft ein Bruchteil der Anregungsenergie
den Kristall wieder als Fluoreszenz- und Phospho-
reszenzstrahlung, wihrend die ibrige Energie in
Warme verwandelt wird. Zugleich mit der Energie-
speicherung, die allmahlich durch Phosphoreszenz-
strahlung abgebaut wird, tritt in vielen Fallen licht-
elektrische Leitung auf. Aus der Herstellungsweise



